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R´ ESUM´ E. – Dans cet article nous ´ etablissons une formule de l’indice
pour une ´ economie o` u les producteurs utilisent la tariﬁcation marginale
et nous montrons que, sous des hypoth` eses de monotonicit´ e sur la
correspondance d’exc` es de demande et les conditions sufﬁsantes du
second ordre de maximisation du proﬁt, l’´ economie consid´ er´ ee admet
un unique ´ equilibre. Les r´ esultats anisi obtenus ´ etendent les conditions
d’unicit´ e connues dans le cas de l’´ equilibre comp´ etitif et les g´ en´ eralisent
dans le cas d’ensembles de production non-convexes.
Uniqueness and Stability of the Marginal Pricing
Equilibrium: The Convex and Nonconvex Cases
ABSTRACT. – In this paper we establish an index formula for a
marginal pricing production economy and we prove the uniqueness
of the equilibrium under a monotonicity assumption on the excess
demand function and the local second order sufﬁcient conditions for
proﬁt maximization. Our result generalizes the known results in the
competititve framework and extends them to economies with possibly
nonconvex production sets.
* E. JOUINI: ENSAE.1 Introduction
L’unicit´ e et la stabilit´ e de l’´ equilibre dans une ´ economie d’´ echange
sont g´ en´ eralement ´ etudi´ es sous des hypoth` eses de monotonicit´ e (hypoth` ese
de substituabilit´ e brute, hypoth` ese des pr´ ef´ erences r´ ev´ el´ ees...) sur la
fonction de demande globale. Ces r´ esultats peuvent ˆ etre g´ en´ eralis´ es ` a
l’´ equilibre comp´ etitif d’une ´ economie avec production sous des hypoth` eses
additionnelles assez faibles sur les ensembles de production (voir KEHOE
[1983] et MAS-COLELL [1985]). Cependant, l’hypoth` ese de monotonicit´ e
introduite par ces derniers porte sur une fonction de demande dont les
variations d´ ependent aussi bien du secteur de consommation que du mode
de tariﬁcation du secteur productif. De plus, ces deux d´ ependances sont
fortement imbriqu´ ees ce qui laisse peu de place ` a l’interpr´ etation de cette
hypoth` ese en terme de fondamentaux de l’´ economie ´ etudi´ ee.
Par ailleurs, la litt´ erature s’int´ eressant au probl` eme des rendements
croissants dans les ensembles de production s’est attach´ e ` a analyser un
environnement ´ economique dans lequel les producteurs sont mod´ elis´ es par
des ensembles de productions non-convexes et des r` egles de tariﬁcation
g´ en´ erales. Parmi ces r` egles de tariﬁcation, la r` egle de tariﬁcation marginale
a toujours suscit´ e un int´ erˆ et particulier en raison de ses propri´ et´ es relatives
` a l’optimalit´ e paretienne, comme l’a montr´ e GUESNERIE [1975], avec un
formalisme math´ ematique l´ eg` erement diff´ erent de celui que nous adopterons.
Cepedant, cette litt´ erature comporte peu de contributions relatives ` a l’unicit´ e
de l’´ equilibre. En effet, les principaux r´ esultats en la mati` ere sont obtenus
comme cons´ equence d’une formule de l’indice qui permet d’´ enoncer des
conditions math´ ematiques d’unicit´ e (voir KAMIYA [1988] et JOUINI [1992]).
Il est ` a noter que cette derni` ere r´ ef´ erence tente d’apporter une interpr´ etation
´ economique aux conditions math´ ematiques d’unicit´ e mais le mod` ele
consid´ er´ e ne prend en compte que les tariﬁcations ` a pertes born´ ees et ignore
donc, en g´ en´ eral la r` egle de tariﬁcation marginale. En outre, les hypoth` eses
qui y sont faites concernant la fonction de demande globales sont de la mˆ eme
nature que celles de KEHOE [1983] et MAS-COLELL [1985] et donc peu satis-
faisantes. De plus, BONNISSEAU et CORNET [1988] ont montr´ e que la r` egle de
tariﬁcation marginale est ` a pertes born´ ees si et seulement si l’ensemble de
production est ´ etoil´ e ce qui n’est pas le cas d’un grand nombre d’exemples
´ el´ ementaires. Ainsi, ni les ensembles de production d´ eﬁnis par des fonctions
de production CES ` a rendements croissants, ni l’ensemble de production
intervenant dans le fameux exemple de BEATO et MAS-COLELL [1985] ne sont
´ etoil´ es. Par ailleurs, contrairement ` a ce que pourrait sugg´ erer l’intuition, la
tariﬁcation marginale ne peut pas ˆ etre modiﬁ´ ee « ` a l’inﬁni » de telle fa¸ con ` a
obtenir une tariﬁcation ` a pertes born´ ees. Toutefois, le r´ esultat allant le plus
loin dans ce sens est dˆ u ` a BONNISSEAU [1992] et montre qu’il existe toujours
une ´ economie avec r` egles de tariﬁcations ` a pertes born´ ees ayant le mˆ eme
ensemble d’´ equilibres qu’une ´ economie de tariﬁcation marginale donn´ ee.
Ainsi, jusqu’` a cet article de BONNISSEAU [1992], les r` egles de tariﬁcation
marginale et ` a pertes born´ ees ont donn´ e lieu ` a deux litt´ eratures s´ epar´ ees
utilisant pour la d´ emonstration de l’existence de l’´ equilibre des techniques
diff´ erentes.
160Dans cet article, nous utilisons ce r´ esultat r´ ecent de BONNISSEAU [1992]
pour g´ en´ eraliser les r´ esultats de JOUINI [1992] et ´ etablir une formule de
l’indice pour des ´ economies de tariﬁcation marginale et pour lesquels
les pertes ne sont pas n´ ecessairement born´ ees. Nous montrons alors
que sous les hypoth` eses classiques de monotonicit´ e sur la correspondance
d’exc` es de demande et sous les conditions sufﬁsantes du second ordre de
maximisation du proﬁt ainsi qu’une condition technique de transversalit´ e,
une telle ´ economie admet un unique ´ equilibre. A la diff´ erence des articles
pr´ ec´ edemment cit´ es, notre correspondance de demande est d´ eﬁnie de telle
sorte que ses variations soient ind´ ependantes du secteur productif et ´ egales ` a
ce qu’elle serait dans l’´ economie d’´ echange que l’on pourrait naturellement
associer ` a l’´ economie ´ etudi´ ee. Nous montrons, de plus, que la condition
technique impos´ ee est notamment satisfaite sous les conditions sufﬁsantes
du second ordre de maximisation du proﬁt ou dans le cas d’un ensemble
de production d´ eﬁni par une matrice d’activit´ e et tel que ` a l’´ equilibre il
y a toujours autant d’activit´ es qui op` erent que le nombre total de biens
moins un (condition de SAMUELSON [1951]). Ainsi, lorsque les ensembles
de production sont diff´ erentiellement strictement convexes (i.e. lorsqu’ils
satisfont les conditions sufﬁsantes du second ordre de stricte convexit´ e),
ou lorsqu’ils sont somme d’un tel ensemble et d’une partie repr´ esentant un
coˆ ut ﬁxe et tels que, ` a l’´ equilibre tous les producteurs sont « productifs »,
alors l’unicit´ e de l’´ equilibre est assur´ ee.
Ainsi, il nous semble que l’int´ erˆ et essentiel de cet article est de montrer
– d’une part, que dans le cas d’ensemble de productions convexes,
l’unicit´ e de l’´ equilibre est obtenue sous les mˆ emes conditions que pour
les ´ economies d’´ echange ou presque, il sufﬁt que les ensembles soient
diff´ erentiellement strictement convexes, et donc que l’unicit´ e de l’´ equilibre
comp´ etitif est une condition moins « ´ evasive » (en angl. elusive) que ne
l’afﬁrme KEHOE [1983]) dans sa conclusion,
– d’autre part, que dans le cas g´ en´ eral, l’unicit´ e est directement li´ ee ` a des
situations d’´ equilibres non localement efﬁciente pour l’un des producteurs
(possibilit´ e d’augmenter son proﬁt par une modiﬁcation marginale de la
production).
Dans les parties 2 et 3 de cet article, nous d´ ecrivons le cadre g´ en´ eral de
notre ´ etude et nous ´ etablissons la formule de l’indice annonc´ ee, cette derni` ere
´ etant d´ emontr´ ee en appendice. Un r´ esultat d’existence d’un ´ equilibre pour
une ´ economie avec producteurs utilisant la r` egle de tariﬁcation marginale
s’en d´ eduit alors. En partie 4, nous ´ etablissons des r´ esultats d’unicit´ e et de
stabilit´ e concernant cet ´ equilibre.
Rappelons ` a pr´ esent les quelques d´ eﬁnitions suivantes. Pour un ensemble
ferm´ e , un vecteur perpendiculaire ` a en est un ´ el´ ement
de l’ensemble:
Le cˆ one normal de Clarke ` a en (voir CLARKE [1983]), not´ e
est alors l’enveloppe convexe ferm´ ee de l’ensemble:
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Soit une ´ economie comportant biens, ,
consommateurs, , et ﬁrmes, , et soit
le vecteur des allocations initiales des consommateurs.
La technologie de la -i` eme ﬁrme est d´ ecrite par , et nous supposons
que les choix des producteurs satisfont aux conditions du premier ordre
de maximisation du proﬁt. Plus pr´ ecis´ ement, pour tout plan de production
efﬁcient, , la ﬁrme choisit dans , o` u
est le cˆ one normal de Clarke ` a en et
est l’ensemble des prix normalis´ es. La correspondance 2 est appel´ ee
r` egle de tariﬁcation marginale 3.
Le comportement du -i` eme consommateur est d´ ecrit par la correspon-
dance , (o` u est l’int´ erieur relatif
de ), qui ` a un vecteur de prix et un revenu strictement positif
associe l’ensemble des plans de consommation possibles pour le
-i` eme consommateur. Le revenu de ce consommateur est d´ eﬁni, pour
des plans de productions et un vecteur de prix , par
o` u repr´ esente la r` egle de distribution des revenus
des diff´ erentes ﬁrmes entre les agents. Plus pr´ ecis´ ement, est une
fonction continue ` a valeurs r´ eelles d´ eﬁnie pour toute famille prix-proﬁts
dans telle que .
Nous pouvons introduire ` a pr´ esent les hypoth` eses principales de notre
mod` ele:
Hypoth` ese (A) :
• A-1 pour tout , est une correspondance semi-continue
sup´ erieurement ` a valeurs convexes compactes non-vides dans ,
v´ eriﬁant la loi de Walras (i.e. pour tout dans et tout
dans on a ), et telle que pour toute suite
dans convergeant vers avec et on a
.
1. Soient h , h des vecteurs de ‘, on note
l
h=1 h h le produit
scalaire de ‘, et la norme euclidienne. On note (resp. )





‘ . On note , le vecteur de ‘ dont toutes les coordonn´ ees sont
´ egales ` a 1. Pour ‘, on note la fronti` ere de et si est un sous-espace de ‘ on
note A la projection orthogonale sur .
2. Soient deux espaces topologiques et , une correspondance ` a valeurs convexes compactes
non-vides est dite semi-continue sup´ erieurement si elle est localement born´ ee et si son graphe,
i.e. , est ferm´ e.
3. Rappelons que j est une correspondance semi-continue sup´ erieurement ` a valeurs convexes
compactes non-vides qui dans le cas des ensembles de production convexes s’identiﬁe avec la
r` egle de maximisation du proﬁt.
162• A-2 pour tout , est un ensemble ferm´ e non-vide v´ eriﬁant l’hypoth` ese
de libre disposition, i.e., . De plus, pour tout dans ,
est born´ e. 4
Nous d´ eﬁnissons alors un ´ equilibre de tariﬁcation marginale de la fa¸ con
suivante:
D´ EFINITION 1 : Un ´ equilibre de tariﬁcation marginale de l’´ economie
est un ´ el´ ement de
tel que
(i) , pour tout ,
(ii) est un ´ equilibre de production pour la r` egle de tariﬁcation
marginale, i.e. et , pour tout ,
(iii) .
Puisque dans ce qui suit tous les param` etres de l’´ economie , sauf
´ eventuellement les allocations initiales , seront consid´ er´ es comme ﬁx´ es
nous noterons ou, pour simpliﬁer, , cette ´ economie. Dans ce qui
suit, et aﬁn d’´ etablir les r´ esultats d’existence et d’unicit´ e d’un ´ equilibre
de tariﬁcation marginale, nous allons supposer que si est une
allocation admissible et si est un ´ equilibre de production alors le
revenu global de l’´ economie est strictement positif. BONNISSEAU et CORNET
[1988] et KAMIYA [1988] ont montr´ e que cette hypoth` ese, dite hypoth` ese
de survivance, est une condition n´ ecessaire d’existence de l’´ equilibre de
tariﬁcation marginale.
HYPOTH` ESE : Pour tout , pour tout ´ equilibre de pro-
duction tel que on a
.
3 Economies r´ eguli` eres et formule de
l’indice
Dans cette section nous allons ´ etudier la correspondance de demande
associ´ ee ` a notre ´ economie ou plus pr´ ecis´ ement une extension de cette
derni` ere.
Pour cel` a, consid´ erons l’ensemble d´ eﬁni par
4. Cette condition est plus faible que la condition classique portant sur le cˆ one asymptotique
engendr´ e par l’ensemble de production global et dans le cas convexe est
plus faible que l’hypoth` ese d’irr´ eversibilit´ e (voir DEBREU [1959] et HURWICZ,
REITER [1973]).
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o` u , et o` u
Il est facile de v´ eriﬁer que ces fonctions v´ eriﬁent les conditions (i), (ii)
et (iii) suivantes:
(i) pour tout , et pour tout ,
(ii) si pour et pour ,
alors pour tout ,
.
(iii) pour tout , .
Soit, ` a pr´ esent, la correspondance ` a valeur dans
et d´ eﬁnie sur par
, o` u
, et o` u, pour dans , , d´ esigne
la projection orthogonale de sur .
Il est clair alors que est ´ egale ` a la correspondance d’exc` es de demande
dans toutes les situations telles que les revenus de tous
les consommateurs sont strictement positifs. Cette remarque nous am` ene ` a
consid´ erer l’hypoth` ese suivante:
HYPOTH` ESE : pour tout ´ equilibre de production tel que
et on a, pour tout ,
Cette derni` ere hypoth` ese, compl´ ementaire de l’hypoth` ese de survivance,
assure que pour tout ´ equilibre de production pour lequel le revenu global
de l’´ economie est strictement positif, les richesses individuelles des agents
sont strictement positives. Coupl´ ees avec l’hypoth` ese de survivance, on
a alors que pour tout ´ equilibre de production admissible, toutes les
richesses individuelles sont strictement positives. Ces deux hypoth` eses
n’en sont pas moins, ´ economiquement et math´ ematiquement, de nature
diff´ erente. L’hypoth` ese de survivance porte sur la g´ eom´ etrie de l’ensemble
des ´ equilibres de production et donc sur l’interaction entre les diff´ erents
producteurs impos´ ee par la r` egle de tariﬁcation marginale. L’hypoth` ese
, porte quant ` a elle sur les r` egles de distribution des revenus, imposant
que chaque individu puisse avoir une part strictement positive d’une richesse
strictement positive.
Sous l’hypoth` ese , il est facile de voir que si est un
´ equilibre de tariﬁcation marginale de alors
et que sous l’hypoth` ese , la r´ eciproque est ´ egalement v´ eriﬁ´ ee.
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degr´ e (pour une d´ eﬁnition math´ ematique du degr´ e voir CELLINA et LASOTA
[1969], voir ´ egalement l’appendice de JOUINI [1992]), pour connaˆ ıtre le
nombre alg´ ebrique d’´ equilibres de .
Plus pr´ ecis´ ement, nous allons introduire les notions d’´ economie r´ eguli` ere
et d’indice d’un ´ equilibre de telle sorte qu’il soit possible de d´ eterminer
pour toute ´ economie r´ eguli` ere , la somme des indices de ses ´ equilibres.
Rappelons que, selon BONNISSEAU et CORNET [1988], la restriction de
(la projection orthogonale sur ) ` a est un hom´ eomorphisme
pour les ensembles de production v´ eriﬁant l’hypoth` ese (A-2). Par
cons´ equent, pour tout , l’ensemble peut ˆ etre muni, de fa¸ con canonique,
d’une structure de vari´ et´ e . Il faut bien remarquer que cela n’implique
pas que est une sous-vari´ et´ e de (pour la structure induite par
l’injection canonique dans ), ce qui supposerait un bord lisse, mais
seulement que, hom´ eomorphe ` a une vari´ et´ e , peut ˆ etre muni d’une
structure de vari´ et´ e abstraite de mˆ eme nature. Ainsi, dans toute la suite la
param´ etrisation de consid´ er´ ee sera celle associ´ ee ` a la projection de
sur . Ce qui signiﬁe que si continue ` a ˆ etre un vecteur de , dans
toute la suite est intuitivement un vecteur inﬁnit´ esimal de .
D´ EFINITION 2 : L’´ econimie , ou pour simpliﬁer , est r´ eguli` ere si
(i) est dans un voisinage de ,
(ii) est une valeur r´ eguli` ere de .
En particulier, si est r´ eguli` ere alors , les r` egles de tariﬁcation et
la correspondance de demande sont uni-valu´ ees dans un voisinage des
´ equilibres de .
D´ EFINITION 3 : Si est une ´ economie r´ eguli` ere et si est
un ´ equilibre de cette ´ economie, alors l’indice de cet ´ equilibre est d´ eﬁni
par le signe (+1 ou –1) de et est not´ e .
Nous pouvons ` a pr´ esent ´ etablir la formule de l’indice suivante:
TH´ EOR` EME 1 : Soit une ´ economie r´ eguli` ere d´ eﬁnie par
et v´ eriﬁant les hypoth` eses (1), et , on a
o` u la somme porte sur tous les ´ equilibres de .
La preuve de ce r´ esultat sera donn´ ee, en appendice, ` a la ﬁn de cet article.
Cependant, nous pouvons d’ores et d´ ej` a ´ enoncer le corrolaire imm´ ediat
suivant:
COROLLAIRE 2 : Sous les hypoth` eses du th´ eor` eme 1, l’´ economie admet
un nombre impair d’´ equilibres et donc admet au moins un ´ equilibre.
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Dans la litt´ erature sur les ´ economies d’´ echanges, l’unicit´ e de l’´ equilibre
est, en g´ en´ eral, prouv´ ee sous une condition de monotonicit´ e de la
correspondance d’exc` es de demande (i.e. ou plus
pr´ ecis´ ement sur le comportement de cette correspondance au voisinage de
l’´ equilibre. Nous renvoyons ` a MAS-COLELL [1985] pour voir que toutes ces
hypoth` eses (substituabilit´ e brute, pr´ ef´ erences r´ ev´ el´ ees, ...) sont en fait des
conditions sufﬁsantes de n´ egativit´ e du d´ eterminant jacobien de la fonction
d’exc` es de demande au voisinage des prix d’´ equilibre.
Dans le cas qui nous int´ eresse, la correspondance d’exc` es de demande peut
ˆ etre d´ eﬁnie par
. D´ eﬁnie de cette fa¸ con, les variations de n’entraˆ ınent pas un
repositionnement des producteurs. Ainsi, les seules modiﬁcations de revenu
prises en compte sont celle dues au mouvement des prix et non celles dues
au mouvement des plans de production qui en r´ esulte. En cel` a, la sensibilit´ e
de notre fonction d’exc` es de demande par rapport au prix est identique ` a
celle de la fonction de demande dans l’´ economie d’´ echange canoniquement
associ´ ee ` a notre ´ economie. Alors que, dans KEHOE [1983] et MAS-COLELL
[1985], la fonction d’exc` es de demande consid´ er´ ee correspondrait ` a notre
fonction dans laquelle on remplacerait par partout o` u cel` a
aurait un sens.
Nous dirons d’une ´ economie qu’elle est « », si elle v´ eriﬁe la condition
(i) de la d´ eﬁnition de la r´ egularit´ e (d´ eﬁnition 2). En d’autres termes, une
´ economie est « » si, au voisinage des allocations d’´ equilibre, les r` egles
de tariﬁcations et la correspondance d’exc` es de demande sont . Il est
imm´ ediat qu’une ´ economie r´ eguli` ere est « » et que la r´ eciproque est
a priori fausse. Pour la bonne d´ eﬁnition des hypoth` eses qui vont suivre,
nous supposerons que l’´ economie consid´ er´ ee est « ». Cette hypoth` ese
sera cependant rappel´ ee dans tous les ´ enonc´ es de r´ esultats. Nous pouvons
donc imposer que
HYPOTH` ESE DE SUBSTITUABILIT´ E BRUTE : pour tout ´ equilibre de l’´ economie
, pour tout avec , et .
En d’autres termes, cette hypoth` ese signiﬁe qu’un accroissement du prix
d’un bien entraˆ ıne la diminution de la demande en ce bien et par un effet
compensatoire une augmentation de la demande en tous les autres biens.
Cette hypoth` ese, tr` es fr´ equemment utilis´ ee dans le cadre des ´ economies
d’´ echange, est cependant tr` es restrictive et d` es que le nombre de biens
est sup´ erieur strictement ` a deux, il n’y a aucune justiﬁcation raisonnable ` a
cette hypoth` ese. C’est pour cette raison que nous serons plutˆ ot amen´ es ` a
´ etudier l’hypoth` ese plus faible suivante, pour laquelle nous nous r´ ef´ erons ` a
MAS-COLELL [1985]. La r´ ef´ erence ` a la substituabilit´ e brute ´ etant maintenue
pour des raisons historiques et comme r´ ef´ erence.
LOI DE DEMANDE G´ EN´ ERALIS´ EE : pour tout ´ equilibre de l’´ economie ,
pour tout , et on a .
166L’interpr´ etation ´ economique de cette hypoth` ese est claire. La conclusion
sous la condition signiﬁe, de mani` ere informelle que,
` a ensemble de budget ﬁx´ e, la demande varie en sens inverse des prix et
ceci tant pour les biens « simples » que pour les paniers de biens (« biens
compos´ es »). C’est en ce sens qu’elle est qualiﬁ´ ee de loi de la demande
g´ en´ eralis´ ee.
Par ailleurs, nous allons supposer que les producteurs v´ eriﬁent au
voisinage des plans de production d’´ equilibre, non seulement les conditions
n´ ecessaires du premier ordre de maximisation du proﬁt (r` egle de tariﬁcation
marginale), mais ´ egalement les conditions n´ ecessaires du second ordre
d’une telle maximisation. Il est peut-ˆ etre utile de rappeler que le bord des
ensembles de productions est param´ etr´ e par sa projection sur et que
par cons´ equent c’est dans ce dernier espace que doivent ˆ etre prises les
directions de d´ eplacement.
HYPOTH` ESE (CN2) : pour tout ´ equilibre de l’´ economie
et pour , pour tout et on a .
Bien entendu, cette hypoth` ese est satisfaite par des ensembles de
production convexes, mais il sufﬁt, en fait qu’ils soient localement
convexes au voisinage des plans de production d’´ equilibre pour v´ eriﬁer
cette hypoth` ese. Comme nous le verrons plus loin, cel` a pourra notamment
ˆ etre le cas pour des producteurs soumis ` a une technologie de production
` a rendements d´ ecroissants associ´ ee ` a des coˆ uts ﬁxes de mise en place de
cette technologie. En revanche, le contre-exemple de BEATO et MAS-COLELL
[1985], o` u l’un des deux ensembles de production est partout concave et
o` u donc la tariﬁcation marginale correspond toujours (pour ce producteur)
` a une minimisation locale du proﬁt, ne rentre pas dans le cadre de nos
hypoth` eses. Il ne rentrera pas non plus dans le cadre de nos conclusions
puisque cet exemple a trois ´ equilibres parfaitement calculables.
Nous imposerons, enﬁn, l’hypoth` ese suivante,
HYPOTH` ESE DE TRANSVERSABILIT´ E : Si est un ´ equilibre
de l’´ economie et si v´ eriﬁe ,
et , alors .
La signiﬁcation de cette derni` ere hypoth` ese n’est pas imm´ ediate, elle a
cependant une interpr´ etation tout ` a fait naturelle. En effet, si elle n’est
pas v´ eriﬁ´ ee, cel` a signiﬁe qu’en se d´ epla¸ cant de fa¸ con inﬁnit´ esimale dans
la direction de ` a partir de , on reste sur le bord
des ensembles de production, le proﬁt des producteurs n’est pas modiﬁ´ e
et la production globale est inchang´ ee. Ainsi, malgr´ e une modiﬁcation de
la production, les conditions de l’´ equilibre restent satisfaites et l’unicit´ e ne
peut donc plus ˆ etre assur´ ee. Remarquons, en outre, que cette hypoth` ese est
trivialement v´ eriﬁ´ ee dans deux cas particuliers importants:
– si il y a un seul producteur,
– si les producteurs v´ eriﬁent en fait les conditions sufﬁsantes du second
ordre (CS2) de maximisation du proﬁt formalis´ ees ci-apr` es. En effet, dans
ce cas, implique .
UNICIT´ E ET STABILIT´ E DE L’´ EQUILIBRE 167HYPOTH` ESE (CS2) : pour tout ´ equilibre de l’´ economie
et pour , pour tout et on a .
Nous prouvons, ` a pr´ esent, ´ etablir le r´ esultat suivant,
TH´ EOR` EME 3 : Soit une ´ economie « » v´ eriﬁant les hypoth` eses
(A), , ainsi que l’hypoth` ese de transversalit´ e.
Supposons de plus que l’´ economie v´ eriﬁe soit l’hypoth` ese de
substituabilit´ e brute, soit la loi de la demande g´ en´ eralis´ ee alors l’´ economie
est r´ eguli` ere et admet un unique ´ equilibre.
COROLLAIRE 4 : Sous les hypoth` eses (A), , , l’hypoth` ese
de transversabilit´ e et la loi de la demande g´ en´ eralis´ ee (ou l’hypoth` ese de
substituabilit´ e brute), si l’´ economie r´ eguli` ere admet plus d’un ´ equilibre
alors au moins l’un des ´ equilibres correspond ` a une situation o` u au moins
l’un des producteurs pourrait augmenter son proﬁt dans un voisinage du
prix d’´ equilibre.
Preuve: Grˆ ace au th´ eor` eme 1 on a, pour les ´ economies r´ eguli` eres,
o` u . De plus, il sufﬁt de d´ emontrer
la non nullit´ e de ce dernier d´ eterminant pour tout ´ equilibre de l’´ economie
pour obtenir la r´ egularit´ e de . Or, il est facile de voir, par des







Soit cette matrice et remarquons que est la matrice de
l’application lin´ eaire tangente ` a et qu’` a ce titre elle peut ˆ etre identiﬁ´ ee
` a une application de dans , elle constitue donc une matrice carr´ ee
de dimension . Soit la matrice diagonale par blocs de mˆ eme
dimension que , de blocs diagonaux ´ egaux ` a l’identit´ e de , ` a l’exception
du dernier ´ egal ` a . Soit un vecteur de .
Si l’on d´ emontre que la matrice est r´ eguli` ere et que pour tout ,
est positif ou nul on pourra en d´ eduire que le d´ eterminant de
est strictement positif et par suite que le d´ eterminant de est du signe de
. On aura alors, d’une part que l’´ economie est r´ eguli` ere et d’autre
part que l’indice de tout ´ equilibre est ´ egal ` a , ce qui, par la formule
de l’indice, impliquera l’unicit´ e de l’´ equilibre.
168Un calcul ´ el´ ementaire nous donne
Or, . Or lorsque varie de fa¸ con inﬁnit´ esimale
de mani` ere ` a rester sur le bord de l’ensemble de production, il est clair
que le proﬁt reste inchang´ e et puisque ne d´ epend de que par
l’interm´ ediaire de on a sur et . De plus,
. Ainsi,
D’apr` es la loi de la demande g´ en´ eralis´ ee, pour et , .
De plus, il est facile de v´ eriﬁer en utilisant la loi de Walras et l’homog´ en´ eit´ e
de la fonction d’exc` es de demande que . Soit alors
, peut ˆ etre d´ ecompos´ e sur et sur et il est imm´ ediat que cette
derni` ere composante ne peut ˆ etre nulle. Il est alors facile de voir que pour
tout , , on a et le premier terme de la somme
pr´ ec´ edente est alors strictement positif, d` es que . Par ailleurs, les
autres termes de la somme sont trivialement positifs ou nuls (par l’hypoth` ese
(CN2)), ce qui prouve que est toujours positif ou nul et strictement
positif si . Pour montrer que est r´ eguli` ere, il sufﬁt d’´ etudier
son noyau. Or, d’apr` es ce qui pr´ ec` ede, il est clair que tout vecteur du
noyau v´ eriﬁe . La condition d’appartenance au noyau devient alors
, et , ce qui par l’hypoth` ese
de transversalit´ e donne , puis .
Remarquons que le r´ esultat a ´ et´ e d´ emontr´ e sous la loi de la demande
g´ en´ eralis´ ee. Mais il est classique de d´ emontrer (voir MAS-COLELL [1985])
que sous l’hypoth` ese de substituabilit´ e brute, la loi de la demande g´ en´ eralis´ ee
est v´ eriﬁ´ ee.
COROLLAIRE 5 : Soit une ´ economie « » v´ eriﬁant les hypoth` eses
(A), , et . Supposons de plus que l’´ economie
v´ eriﬁe soit l’hypoth` ese de substituabilit´ e brute, soit la loi de la demande
g´ en´ eralis´ ee alors l’´ economie est r´ eguli` ere et admet un unique ´ equilibre.
Supposons, ` a pr´ esent que les producteurs disposent de technologies de
production ` a rendements d´ ecroissants associ´ ees, pour certains d’entre eux,
` a un coˆ ut ﬁxe de mise en place de cette technologie. Nous dirons que
l’´ economie est productive si pour tout ´ equilibre de , les producteurs
soumis ` a des coˆ uts ﬁxes sont productifs. On a alors le r´ esultat,
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(A), , de transversalit´ e ainsi que la loi de la demande
g´ en´ eralis´ ee. Si l’´ economie est productive alors elle admet un unique
´ equilibre.
De plus, si la partie ` a rendements d´ ecroissants des ensembles de
production est diff´ erentiellement strictement convexe (i.e. v´ eriﬁe les
conditions sufﬁsantes du second ordre de stricte convexit´ e, ),
l’hypoth` ese de transversalit´ e peut ˆ etre omise dans l’´ enonc´ e.
Ce r´ esultat est imm´ ediat, puisque si les producteurs sont productifs ` a
l’´ equilibre, alors ils se situent sur la partie convexe de leur ensemble de
production et v´ eriﬁent, par cons´ equent, l’hypoth` ese (CN2).
Dans le cas d’un unique ensemble de production, la seule hypoth` ese
restrictive est que l’´ economie doit ˆ etre , c’est-` a-dire que, outre la
r´ egularit´ e de la demande, l’ensemble de production doit avoir un bord
au voisinage des plans d’´ equilibre. Cel` a est notamment le cas si le secteur
productif est d´ eﬁni par une matrice d’activit´ e comme dans SAMUELSON
[1951] ou dans KEHOE [1980, 1985], et si pour tout ´ equilibre, activit´ es
sont op´ erantes (comme cel` a est le cas sous des hypoth` eses v´ eriﬁant le
th´ eor` eme de non substitution de Samuelson). En effet, il est facile de
voir qu’au voisinage des plans de production d’´ equilibre, l’ensemble de
production est une vari´ et´ e lin´ eaire de dimension .
COROLLAIRE 7 : Soit une ´ economie dont le secteur productif est d´ eﬁni
par une matrice d’activit´ e telle que pour tout ´ equilibre, activit´ es sont
op´ erantes, alors sous les hypoth` eses , , ainsi que la
loi de la demande g´ en´ eralis´ ee, l’´ economie admet un unique ´ equilibre.
Consid´ erons ` a pr´ esent le processus dynamique suivant, inspir´ e du
tˆ atonnement de Walras. Pour un prix donn´ e, les producteurs annoncent
des plans de production compatibles avec leurs r` egles de tariﬁcation et les
consommateurs maximisent alors leur utilit´ e sous la contrainte de budget
induite par les prix et les plans de production. Un nouveau prix est alors
choisi de telle sorte que, pour un bien donn´ e, le prix augmente si l’offre
est inf´ erieure ` a la demande et diminue sinon.
Aﬁn que les mouvements de prix d´ eterminent parfaitement les
mouvements des plans de production, au voisinage de l’´ equilibre
, nous allons ´ etablir le r´ esultat de stabilit´ e sous la
condition sufﬁsante du second ordre de maximisation du proﬁt (CS2).
Plus pr´ ecis´ ement, nous aurons seulement besoin que (CS2) soit v´ eriﬁ´ ee au
voisinage de l’´ equilibre dont on ´ etudie la stabilit´ e et non pour tous les
´ equilibres de . Nous introduisons alors l’hypoth` ese affaiblie suivante.
HYPOTH` ESE : pour , pour tout , et
on a .
Formellement, soit une ´ economie « » v´ eriﬁant la condition sufﬁsante
du second ordre de maximisation du proﬁt en un ´ equilibre ,
l’hypoth` ese implique que les fonctions sont r´ eguli` eres et
admettent des inverses locales de telle sorte que les plans de production
170sont localement d´ etermin´ es par les ´ equations . Soit alors le
m´ ecanisme d´ eﬁni, dans un voisinage du prix d’´ equilibre , par l’´ equation
, o` u d´ esigne la valeur de la fonction d’exc` es
de demande calcul´ ee pour le prix et pour les plans de productions
.
PROPOSITION 8 : Si l’´ economie v´ eriﬁe les hypoth` eses , ,
ainsi que la loi de la demande g´ en´ eralis´ ee. Si est un ´ equilibre
de l’´ economie v´ eriﬁant l’hypoth` ese , alors est localement
asymptotiquement stable pour le processus que nous avons d´ eﬁni et la
convergence vers l’´ equilibre est exponentielle.
Preuve: On a
et
. Il est alors facile de voir, par un calcul analogue
` a celui utilis´ e dans la d´ emonstration du th´ eor` eme 4.1, que pour tout ,
, . La stabilit´ e du syst` eme dynamique ´ etudi´ e est alors
une cons´ equence classique de la n´ egativit´ e de l’op´ erateur associ´ e (voir, par
exemple, MAS-COLELL [1985] ou HIRSCH et SMALE [1974]).
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Pour d´ emontrer la formule de l’indice, nous allons proc´ eder par restriction
successives. Plus pr´ ecis´ ement, nous allons montrer que les r` egles de
tariﬁcations, marginales, quoique pouvant engendrer des pertes non born´ ees,
peuvent ˆ etre remplac´ ees par des r` egles de tariﬁcations ` a pertes dites
faiblement born´ ees. Nous montrerons alors que ces derni` eres peuvent ˆ etre
transform´ ees en r` egles de tariﬁcation satisfaisant une certaine hypoth` ese de
compacit´ e. Apr` es avoir d´ emontr´ e, ` a chaque ´ etape, que les transformations
ne modiﬁent pas le degr´ e de , il sufﬁra d’´ etudier ce degr´ e pour la derni` ere
cat´ egorie de r` egles de tariﬁcations pour ´ etablir le r´ esultat recherch´ e.
Pour cel` a et dans tout ce qui suit, une r` egle de tariﬁcation g´ en´ erale sera
d´ eﬁnie par une correspondance semi-continue sup´ erieurement ` a
valeurs convexes compactes d´ eﬁnie sur et ` a valeurs dans
.
Toutes les correspondances d´ eﬁnies pr´ ecedemment dans le cadre de la
r` egle de tariﬁcation marginale restent d´ eﬁnies de la mˆ eme fa¸ con (i.e. il
sufﬁt de remplacer dans toutes les d´ eﬁnitions par .
De plus, un ´ equilibre de production sera d´ esormais d´ eﬁni par la condition
.
Dans ce qui suit nous allons rappeler, pour une ´ economie , quelques
hypoth` eses classiques et r´ esultats importants concernant de telles r` egles de
tariﬁcations.
HYPOTH` ESE FAIBLE DES PERTES BORN´ EES : Il existe tel que pour tout
, pour tout et pour tout ,
si et
alors .
HYPOTH` ESE DE COMPACIT´ E : Il existe un compact de tel
que pour tout , si alors
.
HYPOTH` ESE FAIBLE DE SURVIVANCE : il existe un sous ensemble connexe
de et il existe tels que , et pour tout
pour tout , si
et alors .
Etape 1 : de la tariﬁcation marginale aux pertes
faiblement born´ ees
Le r´ esultat de cette ´ etape est le r´ esultat de la proposition suivante due
` a BONNISSEAU [1992].
172PROPOSITION : Sous les hypoth` eses du th´ eor` eme 3.2, il existe une r` egle de
tariﬁcation v´ eriﬁant l’hypoth` ese faible des pertes born´ ees ainsi que
l’hypoth` ese faible de survivance (avec ) telle que pour tout
v´ eriﬁant on a,
En d’autres termes, ce r´ esultat permet de remplacer la r` egle de tariﬁcation
marginale par une r` egle de tariﬁcation v´ eriﬁant une hypoth` ese faible de
pertes born´ ee ainsi que l’hypoth` ese faible de survivance, de telle sorte que
cette substitution soit neutre sur l’ensemble des allocations admissibles.
Il est clair alors, qu’une telle substitution ne modiﬁe ni l’ensemble des
´ equilibres de l’´ economie , ni le degr´ e de la correspondance (cette
correspondance ´ etant, ` a pr´ esent, d´ eﬁnie, en rempla¸ cant
par .
Dans toute la suite, d´ esignera cette correspondance modiﬁ´ ee et cette
´ economie modiﬁ´ ee.
Etape 2 : des pertes faiblement born´ ees ` a l’hypoth` ese
de compacit´ e
Soit donn´ e par l’hypoth` ese faible des pertes born´ ees et quitte ` a le
remplacer par un r´ eel plus grand, on peut supposer
et soit : . Pour
, on pose et . Il est facile
de v´ eriﬁer que . De plus, sous l’hypoth` ese (A-2), il
existe deux r´ eels et tels que, pour tout et tout , on a
. Soit la fonction d´ eﬁnie sur , pour ,
par . Il est imm´ ediat que pour tout
r´ eel positif , l’ensemble est compact. Soit
alors d´ eﬁni par et soit l’ensemble d´ eﬁni par
. Il est clair que les ensembles et
sont compacts. Soit alors, un r´ eel positif v´ eriﬁant .
D´ eﬁnissons, enﬁn, la fonction sur par,
et , la r` egle de tariﬁcation g´ en´ erale, par
On peut remarquer que si alors et
et que, par cons´ equent, si alors .
L’hypoth` ese de compacit´ e est alors v´ eriﬁ´ ee par .
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l’hypoth` ese (A) est ´ egalement v´ eriﬁ´ ee et que de plus n’est pas
modiﬁ´ e dans un voisinage de .
V´ eriﬁons, ` a pr´ esent, que l’hypoth` ese faible de survivance est ´ egalement
v´ eriﬁ´ ee.
Soit et tels que
et . Puisque, on a et, par
cons´ equent, et est alors born´ e ind´ ependamment du
choix de . On en d´ eduit que pour assez grand, on a n´ ecessairement
. Il existe alors et tels que
pour cette derni` ere propri´ et´ e est v´ eriﬁ´ ee.
Supposons, ` a pr´ esent, que avec , et soit
tels que ,
et . De mˆ eme que pr´ ecedemment on a
et donc . L’hypoth` ese
faible des pertes born´ ees implique alors que,
ce qui implique,
si l’on suppose de plus que on a alors,
et puisque , il vient
De mˆ eme, si , on a et puisque
satisfait l’hypoth` ese faible de survivance (avec ) on a
Ainsi, dans tous les cas pour ou avec ,
pour tout , si et
alors .
Soit ` a pr´ esent tel que et . Soit
un -´ equilibre de production tel que , on a
et . Par cons´ equent, ,
174et . Puisque , l’hypoth` ese faible
de survivance pour implique que
et donc que pour , pour tout , si
et alors
.
Ainsi, la propri´ et´ e pr´ ec´ edente est v´ eriﬁ´ ee sur
, .
Il est facile de v´ eriﬁer qu’elle est ´ egalement satisfaite en et en notant
l’ensemble pr´ ec´ edent auquel on a adjoint , il est clair que est connexe
et que l’hypoth` ese faible de survivance est v´ eriﬁ´ ee.
Etape 3 : de l’hypoth` ese de compacit´ e au degr´ e de 0
Soit la correspondance d´ eﬁnie par
.
PROPOSITION : Sous l’hypoth` ese (A) et l’hypoth` ese faible de survivance,
il existe un voisinage compact de tel que
est compact. Le
degr´ e de est alors constant sur .
Si l’on suppose, en outre l’hypoth` ese de compacit´ e et l’hypoth` ese faible
de survivance satisfaites, alors on a
Ce r´ esultat est obtenu par un raisonnement totalement analogue ` a celui de
JOUINI ([1992], Proposition 8.1 et 8.2). Il sufﬁt alors de remarquer que pour
assez grand, on a et donc que
, d’o` u , puis .
v R´ ef´ erences bibliographiques
BEATO, P., MAS-COLELL, A. (1985). – “On the Marginal Cost Pricing Equilibria with
Given Tax-subsidy Rules”, Journal of Economic Theory, 37, pp. 356-365.
BONNISSEAU, J. M. (1992). – “Existence of Equilibria in Presence of Increasing Returns:
A Synthesis”, Journal of Mathematical Economics, 21, (5), pp. 441-452.
BONNISSEAU, J. M., CORNET, B. (1988). – “Existence of Equilibria when Firms
Follow Bounded Losses Pricing Rules”, Journal of Mathematical Economics, 17,
pp. 119-147.
CELLINA, A., LASOTA, A. (1969). – “A New Approach to the Deﬁnition of Topological
Degree for Multivalued Mappings”, Atti della Academia Nazionale dei Lincei,
Rendiconti. Classe de Scienze Fisiche, Mathematiche e Naturali, 47, pp. 434-440.
CLARKE, F. (1983). – Optimization and Nonsmooth Analysis. New York: John Wiley.
UNICIT´ E ET STABILIT´ E DE L’´ EQUILIBRE 175DEBREU, G. (1959). – Theory of Value. New York: John Wiley.
DEBREU, G. (1972). – “Smooth Preferences”, Econometrica, 40, pp. 603-615.
DIERKER, E. (1982). – “Regular Economies” in Handbook of Mathematical Economics,
Vol. 2, edited by K. J. Arrow and M. D. Intriligator, New York, North Holland.
GEANOKOPLOS, J., SHAFER, W. (1990). – “Solving Systems of Simultaneous Equations in
Economics”, Journal of Mathematical Economics, 19, pp. 69-94.
GUESNERIE, R. (1975). – “Pareto Optimality in Nonconvex Economies”, Econometrica,
43, pp. 1-29.
HIRSCH, M. W., SMALE, S. (1974). – Differential equations, dynamical systems and
linear algebra, Academic Press, New York.
HURWICZ, L., REITER, S. (1973). – “The Boundedness of the Feasible Set Without
Convexity Assumption”, International Economic Review, 14, pp. 580-586.
JOUINI, E. (1992). – “An Index Theorem for Nonconvex Production Economies”,
Journal of Economic Theory, 57(1), pp. 176-196.
JOUINI, E. (1992). – “Structure de l’ensemble des ´ equilibres d’une ´ economie
productive”, Annales de l’Institut Henri Poincar´ e: Analyse non-lin´ eaire, 9(3),
pp. 321-336.
KAMIYA, K. (1988). – “Existence and Uniqueness of Equilibria with Increasing Returns”,
Journal of Mathematical Economics, 17, pp. 149-178.
KEHOE, T. (1980). – “An Index Theorem for General Equilibrium Models with
Production”, Econometrica, 48(5), pp. 1211-1232.
KEHOE, T. (1983). – “Regularity and Index Theory for Economies with Smooth
Production Technologies”, Econometrica, 51(4), pp. 895-919.
KEHOE, T. (1985). – “Multiplicity of Equilibria and Comparative Statics”, Quarterly
Journal of Economics, pp. 119-147.
MAS-COLELL, A. (1985). – The Theory of General Economic Equilibrium: A Differential
Approach. Cambridge: Cambridge University Press.
SAMUELSON, P. A. (1951). – “Abstract of a Theorem Concerning Substituability in Open
Leontiel Models” in Activity analysis of production and allocation, T. Koopmans,
ed. New York, Wiley, pp. 142-146.
176